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Capitolul I

Notiuni generale despre functii si modul lor de
definire

1.1. Introducere in notiunea de functie

Intr-o expunere ficuti de L.Euler' in anul 1749 se
mentioneaza de mai multe ori notiunea de functie ca fiind
o mirime variabilda ce depinde de o alta marime
variabila. Pentru unele scopuri, o astfel de definifie este
suficientd. Insd in dezvoltarea ulterioard a matematicii s-a
impus necesitatea de a se da notiunii de functie un continut
mai general si mai abstract. Nu dependenta variabilelor (
prin care de obicei se inteleg numere care pot fi comparate
in ceea ce priveste marimea) este esentiald in continutul
notiunii de functie, ci corespondenta prin care anumitor
obiecte li se asociaza alte obiecte. In felul acesta, notiunea
de functie se fundamenteazd pe nofiuni ale teoriei
multimilor. O bard metalica prin incalzire isi modificd
dimensiunile, de exemplu o bard de cupru de lungime 200
cmla 0° C, va avealala o temperaturd de t° C lungimea de
I= 200y +0,000016 *t). Aceasta formuld pune 1In
corespondentd fiecdrei temperaturi ' C cuprinsd intre 0°Csi
100° C o anumita lungime 1 cuprinsa intre 200 cm si 200,32
cm. In mod analog fiecirei cantitati dintr-o anumita marfa fi
corespunde o anumitd suma de bani, pretul de vanzare.

In felul acesta, pot fi puse in corespondentd nu numai
multimi de numere ci si mulfimi generale astfel Tncat
elementelor a LU A le corespund elemente b LI B. Astfel
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corespondenta este determinata de o relatie intre elemente
din multimea A si elemente din multimea B.

Pentru a descrie o functie trebuie stabilite domeniul
de definitie, domeniul valorilor si corespondenta dintre
acestea.

1.1.1 Graful. O functie poate fi reprezentatda grafic
printr-un graf in care domeniul de definitie si domeniul
valorilor sunt reprezentate prin desene iar corespondenta se
indicd prin sageti.

a - c O
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1.1.2 Tabloul de valori. In loc de graf se
poate folosi pentru reprezentarea unei functii un tabel de
valori, pe randul de sus se trec elementele domeniului de
definitie iar pe randul de jos se trec elementele domeniului
valorilor.

Domeniul
de 1 2 3 4 5 6 7
definitie

Domeniul
valoritor_| [ OO W

1.1.3.Exprimarea prin text. Existd situatii in care
domeniul de definitie si domeniul de valori nu pot fi
reprezentate printr-un graf sau printr-o tabeld de valori. In
acest sens un exemplu functia lui L. Euler ce asociazd
oricarui numadr rational valoarea 1, iar oricarui numar
irational valoarea 0. Sau utilizand simboluri matematice:

1= x0Q
f(x)_{o@ xOR-Q



1.1.4.Diagrama. O functie mai poate fi reprezentata
printr-o diagrama considerandu-se axa orizontala ca
domeniu de definitie, axa verticala - domeniul valorilor, iar
punctele de pe curba ca definind corespondenta. Curba sau
punctele rezultante trebuie sd fie insa astfel incat fiecarui
punct al axei orizontale sa-i corespunda cel mult un punct al
curbei. Din acest motiv nu orice curba reprezentatd intr-un
sistem ortogonal de axe poate fi privitd ca reprezentarea
grafica a unei functii.
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1.1.5.Diagramele cu sageti. Este una din modalitatile
frecvent utilizate pentru 1intelegerea conceptului de
corespondenta ce reprezintd functie. Domeniul de definitie,
respectiv codomeniul functiei sunt reprezentate grafic prin
figuri geometrice cum ar fi cerc, patrat, dreptunghi, oval,
curbe inchise etc., elementele multimilor fiind precizate in
interiorul acestora, iar legea de corespondenta este data prin
sageti.



Sau

1.1.6.Notiunea de formula. Cea mai frecventa forma
de reprezentare a unei functii Tn matematica este printr-o
formuli. In acest caz elementele domeniului de definitie si a
domeniului de valori nu pot fi decat numere sau ,,obiecte
matematice” pentru care s-au introdus reguli de calcul. De
exempluy=x+2sauy=sinx.

Forma explicitd. Forma y = F(x) a unei egalitati
functionale, in care F(x) este o expresie oarecare ce depinde
doar de variabila x, se numeste forma explicita.

Forma implicita. Spre deosebire de forma explicita in
forma implicita variabilele nu sunt izolate. Cand o egalitate
functionald se da sub forma implicita atunci o variabila se
considerd dependenta iar cealalta independenta. Este de
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remarcat faptul cd nu intotdeauna o exprimare implicita
poate fi adusa la forma explicita . De exemplu ecuatia
cercului cu centrul in origine si raza 2 data de F(x,y): X +y2
= 4. Exprimarea lui y in functie de x ar fi urmatoarea:

y =+J16-x? . Ar fi insi o greseald si se considere ca

aceastd exprimare reprezentarea unei functii, deoarece nu
este univoca.

1.1.7. Relatii de recurenta(functionala).

1. Este cazul particular al sirurilor de numere reale in
care un termen se exprima in functie de unul sau mai multi
termeni din sir in ipoteza cd se cunosc unul sau mai multi
termeni ai sirului. Relatiile de recurenta se pot imparti in trei
categorii:

a. relatii de recurenta liniare de ordinul I. Relatia

a,,; =0a, +B pentru a=1 si B=r fixat numadr real atunci sirul

n
definit prin relatia de recurenta devine a,,; =a, +r n =1 ;
aj=a fixat, l-am numit progresie aritmetici cu primul
termen a si ratie r.

b. relatii de recurenta liniare de ordinul IIL
Relatia a,,, =0a,,; +Ba, cun >0. Dacd ap= a;=1 si a=p=1
se obtine sirul: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... numit girul lui
Fibonacci.

2. Relatii de recurenta de tipul implicit:
f(x +y) =f(x) +f(y) sau f(xy) = f(x)f(y)

Corespondente de tip functie ce sunt obtinute pe
cale experimentald, prin studierea unui fenomen:
electrocardiograma, cursul de schimb valutar, etc.

In concluzie exista doud moduri de definire a functiilor
sintetic — cand corespondenta poate fi precizati element
cu element si analitic — cand corespondenta este
precizatd prin enuntul unei formule sau proprietati
comune.



In cele ce urmeaza voi sintetiza citeva rezultate
teoretice ce sunt utile Tn formarea conceptului de functie
bazandu-ma pe elemente de teoria multimilor.

1.2. Notiuni generale despre multimi, operatii cu
multimi

Notiunea de multime este adoptata in sensul comun al
termenului; termeni sinonimi fiind: colectie, grupare de
obiecte. O multime este descrisa fie prin indicarea sau
enumerarea obiectelor sale fie printr-o proprietate
comunai a acestora. Multimile se noteaza in general cu litere
mari: A, B, ..., N, ...R,.. X, Z, etc. Un obiect generic al
multimii i1 vom numi in mod uzual element al multimii.
Elementele unei multimi sunt notate in general prin litere
mici: a, b, ¢,.......X, y, Z, etc. sau alte simboluri carora li s-a
acordat un sens sau semnificatie. De exemplu: O, 1, 2, ...9 —
cifre.

Daca o multime este descrisa prin enumerarea
elementelor sale atunci ea se noteaza cu litera mare urmata
de enumerarea elementelor sale Intre acolade, astfel

A={x,y,z}

Daca o multime este descrisa printr-o proprietate
comuna a elementelor sale atunci ea se noteaza cu literda
mare urmata de enunful proprietdtii comune, astfel

B={x | X are proprietatea P }

Simbolul ,,L1 ” desemneaza relatia de apartenenta a
unui element la o multime. Elementul x LI A daca si
numai dacd x este un element al mul{imii A. Relatia duald
este ,,[1” si enuntul z 0 B semnifica faptul ca elementul z
nu apartine multimii B.

Definitie: Multimea fara nici un element o vom numi
multimea vida si o vom nota cu simbolul @.

Definitie: Despre doud multimi A, B spunem ca
coincid sau sunt egale daca orice element al multimii A



apartine multimii B si reciproc. Altfel spus multimile A, B
sunt constituite exact din aceleasi elemente.

Notatie: A = B = O0xO0A=x0OB si
O0x0OB=x0OA

Definitie: Despre mulfimea A spunem ca este parte
sau submultime a multimii B daca orice element din A se
gaseste in B.

Notatie: ALIB =0 xOA= xB

Observatie: Devine evident faptul ca relatia A = B
- AUB si BUA

Definitie: Fiind date multimile A, B prin intersectia
acestora intelegem multimea formatd doar din elementele
comune. Aceasta mulfime se noteaza cu:

ANB={ X Al xOB}

Utilizand o diagramd Venn Euler intersectia a doua
multimi poate fi reprezentata astfel:

Definitie: Fiind date multimile A, B prin reuniunea
sau reunirea acestora intelegem multimea formata din
elementele necomune si comune, cele comune fiind luate o
singurd data. Aceasta multime se noteaza cu:

AUB={ XK Al xOB}

Utilizand o diagramd Venn Euler reuniunea a doud
multimi poate fi reprezentata astfel:



AUB

Definitie: Fiind date multimile A, B prin multimea
diferenta A — B intelegem multimea formata doar din
elementele mulfimii A necomune multimii B.

Aceasta multime se noteaza cu:

A-B={K Al xOB}.

In mod asemanitor se defineste si multimea

B-A={k Al xUOB}

Utilizand o diagrama Venn Euler diferenta multimilor
A - B si B - A poate fi reprezentatd astfel:

A-B

AUB

A B

Devin evidente relatiile : AUB= (A-B) U( ANB)
U(B-A)= AU(B-A)=BU(A-B)

Sau: A= (A-B) UCANB)siB=(ANB) U(B-A)

Definitie: Fiind date multimile A si B intelegem prin
multimea produs cartezian A x B multimea tuturor perechilor
ordonate (x,y) cu xLIA si yUB.

Astfel: AxB={(xy) | ¥ A yOB }.

Observatie: AxB # BxA
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Exemplu: Daca A= {1,3} ; B={2,4 } atunci: AxB =
{(1,2), (1.4), 3.2), B34} si BxA = {(2,1), (2,3),4.1),
(4,3)}Intr-un sistem cartezian de axe diferenta devine
evidenta:

Y A

[aan ]| | [Ga] i -
4 ks nmnn fasmnnnmn LEERRRR] i ------- E- ------ | EEEEREER]
;

(1.2) (3.2) .
2 |----|---l---|----E---|---i---|----§- ------ fenmmmnn
1 S e repe——— . ....... w—— Benunnun

i i i i i >

(o) 1 2 3 4 X

1.3. Relatii binare intre multimi.

Definitie: Fie A si B doud mulfimi si p o submultime
a produsului cartezian AxB. Spunem ca elementele x L A
si elementele y LI B sunt 1n relatie p si notdm x p y daca si
numai daca (x,y) LI p. Multimea X : xLI X A astfel incatC
yU YUB si x py se numeste domeniu de definitie al
relatiei p (domeniu - multime de plecare), iar multimea Y
se numeste domeniul valorilor relatiei p (codomeniu -
multime de sosire).

Exemplu 1.: Daca A= {1,3} ; B={2,4 } atunci: AxB
={(1,2), (1.4, 3,2), B} si p={(12), 34} U AxB
atunci X=A={1,3} ; Y=B={24}
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Exemplu 2.: Daca A= {1,2,3} ; B={2,4 } atunci:

AxB = {(1,2), (1,4),(2,2), 24) 3.2), B4} si p=
{(1,2),(1,4) 3.4)} U AxB atunci X= {1,3}LUA ; Y=B =
{2,4 } . Realizam astfel ca1p 2,1 p 4, 3 p 4 altfel spus
relatia p asociaza elementului 1 doud elemente pe 2

respectiv 4, respectiv elementului 3 pe 4.
X={13}UA p Y=B={241}.

p=1{(1,2),1,4) (3,4} U AxB

In cele ce urmeaza voi prezenta doar acele relatii ce
asociazd oricarui element din multimea de definitie un
singur element in multimea codomeniu numite relatii
univoce.

1.4. Notiunea de functie.

Definitie: Fie A si B doud multimi nevide. Spunem ca
am definit o functie pe multimea A cu valori in B daca
printr-un procedeu oarecare (relatie) facem ca fiecarui
element x [] A sd-i corespunda un singur element y [ B.

Notatie: O functie definitd pe A cu valori in B se
noteaza f : A - B (citim “f definita pe A cu valori in B”).
Uneori o functie se noteaza simbolic A - B, x - y = f(x)
(citim: “f de x”), unde y este imaginea elementului x din A
prin functia f sau valoarea functiei f in x. Elementul x se
numeste argument al functiei sau variabila independenta.

12



Multimea A se numeste domeniul de definitie a
functiei f iar B se numeste multimea in care functia ia
valori sau codomeniul functiei f.

Daca f este o functie de la A la B, atunci se mai spune
ca f este o aplicatie de 1a A la B.

De obicei functiile se noteaza cu litere mici f, g, h, ...
iar multimea tuturor functiilor definite pe multimea A cu
valori Tn multimea B se noteaza cu F(A, B).

In concluzie o corecti definire a unei functii presupune
existenta a trei elemente:

A= domeniul de definitie al functiei

B= codomeniul functiei

f= legea de corespondenta ce leagd cele doud
multimi.

1.5. Moduri de definire a unei functii.

Dupda cum am vazut in capitolul introductiv,
indiferent de modul in care este definitd o functie trebuie
precizate cele trei elemente care o caracterizeaza: domeniul
de definitie, codomeniul si legea de corespondenta.

Exista in principal doud moduri fundamentale de
definire a functiilor: sintetic si respectiv analitic.

In cele ce urmeaza voi exemplifica cele doud moduri
de definire n sens general dar si particular pentru functiile
elementare studiate.

a. Functii definite sintetic corespund acelor functii f :
A - B pentru care se indica fiecarui element x din A
elementul y = f (x) din B sau altfel spus corespondenta este
precizata “element cu element”

Acest lucru se poate face fie cu ajutorul diagramei cu
sageti, fie cu ajutorul tabelului de valori sau printr-un
tablou.

Acest mod de a defini o functie se utilizeaza cand
A=domeniul de definitie este o multime finita.

13



Exemplu: Fie f: {1, 2, 3} - {a,b,c} definita prin f
1)=af@2)=b,f3)=c

In diagrama cu sigeti sunt reprezentate multimile prin
diagrame, iar legea de corespondenta prin sageti. Faptul
ca fiecarui element x din A 1i corespunde un unic

element y = f (x) din B Tnseamna pentru diagrama cu
sageti ca din fiecare element din A pleacd o singura sdgeata.

Cum pentru elementele codomeniului nu avem nici o
exigenta
inseamnad ca intr-un astfel de element pot ajunge una, mai
multe sdgeti sau chiar niciuna.

— f
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Un contraexemplu de lege de corespondentd ce nu
reprezintd o functie (ci doar o relatie) este reprezentat in
diagrama de mai jos:

1

\)
® 0 o
—h

w

Elementului 2 [J A nu-i corespunde nici un element
din B sau din 2 nu porneste nici o sdgeata inspre un element
din B.

Contraexemplul de mai sus specifica o alta situatie in
care elementului 2 UJ A nu-i corespunde nici un element din
B sau din 2 nu porneste nici o sageata inspre un element din
B si elementului 1 [J A 1i corespund doud elemente din B,
f(1)=a si f(1)=b.

Aceleasi functii definite la exemplele de mai sus le
putem descrie si utilizand tabelele de valori, acestea fiind
formate din doua linii, In prima linie se trec elementele
multimii pe care este definitd functia (domeniul de definitie
al functiei) iar pe linia a doua valorile functiei in aceste
elemente.

15
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y=fx |a |b |f(A)DB

Definitie: Prin mulfimea f(A) = { yUU B | L xOA

y=f(x) } intelegem imaginea multimii A prin intermediul
functiei f aceasta notindu-se si Imf, aceasta fiind o
submultime a codomeniului nu neaparat egala ca mulfime cu
codomeniul.

Exemplu: In functiaf: {-1,0, 1,2} - {a, b, c, d, e}
definita cu ajutorul tabelului de valori de mai jos.

X a lo |1 |2 |A
Y - Tmf=f(A) U B = {a,
fx |? | b | A | ° Ibcdel

Atunci Imf = {f(-1), £(0), f(1), f(2)} = {a, b, c} I B.

Exemplu: Functia f : {1, 2, 3, 4} - {1, 2, 3, 4}
definita prin f(1) = 3, f(2) = 1, f(3) = 4, f(4) = 2 poate fi
reprezentatd sub forma unui tablou unde in prima linie
avem domeniul de definitie iar 1n linia a doua sunt valorile
functiei in punctele domeniului (3 este valoarea lui f in x =
1, 1 este valoarea lui f in x = 2, etc.). O astfel de functie se
numeste permutare de gradul patru. O astfel de
1234}

t te f=
reprezentare este (3 412

Observatie. Nu putem defini sintetic o functie al
carui domeniu de definitie are o infinitate de elemente.

16



b. Functii definite analitic. Functiile f : A~ B (unde
A,B [ R)definite cu ajutorul unei (sau a unor) formule, sau
a unor proprietdfi sunt functii definite analitic.
Corespondenta f leaga intre ele elementul arbitrar x din A de
imaginea sa y = f(x).

Exemplu:

1) Fie functiaf: R - R, f(x) = x*+1. Aceastd functie
asociaza fiecarui numir real x numarul x>+1.

2x -1, daca x este par

2) Functiaf:Z - Z, f(x)=
2x + 1, daca x este
impar,

este exemplu de functie definita prin doud formule.

Functiile definite prin mai multe formule se numesc
functii multiforme.

Observatie. in cazul functiilor multiforme, fiecare
formula este valabila pe o anumita submultime a lui A si
deci doua formule nu pot fi folosite pentru determinarea
imaginea unuia si aceluiasi element.

Cea mai frecventd reprezentare a unei functii in
matematica este printr-o formula. In acest caz, elementele
domeniului de definitie si ale domeniului valorilor nu pot fi
decat numere sau ‘“obiecte matematice” pentru care s-au
introdus reeguli de calcul corespunzatoare. De exemplu: y =
fx)=4x-2.f: R - R.

Observatie: Cand asupra domeniului de definifie nu s-
au facut ipoteze speciale, se considerd ca facand parte din
acesta toate numerele reale, carora din formula respectiva li
se pune 1n corespondentd o anumitd valoare.

17



De exemplu in cazul functiei y = 4x — 2, domeniul de
definitie este alcatuit din multimea numerelor reale.

Definitie. Fief: A - B, g: C - D doua functii; f, g
sunt functii egale (notand f = g) daca: A = C (functiile au
acelasi domeniu de definitie)

B = D (functiile au acelasi codomeniu)
f(x) = g(x), Ux O A (punctual, functiile coincid).

Definitie. Fie f : A - B. Se numeste imaginea
reciprocd a unei parti B’ a lui B, notata f 1 B,
submultimea lui A formatd din acele elemente ale caror
imagini prin f apartin lui B’. Deci, f'(B’) = {x DA |f(x) O
B’}.

A B

Exemplu: Se considera functia f: {-1,0, 1, 2} - {1,
2, 3} definita prin diagrama cu

sageti. In acest caz, '({1}) = {0}, deoarece f(0) = 1; f
"2en={11) pentru ca f(-1) = f(1)

18



=2; fl({1,2}) ={-1,0, 1}, deoarece f(-1) =2, f(0) =1,
f(1) =2.

1.6. Graficul unei functii.

Definitie: Fie o functie f : A - B. Se numeste
graficul functiei f multimea de cupluri G¢ = {(x, f(x)) | x O
Ay={xyIx0OAy= f(x)}.

,ﬁl f

N
e O ©

w
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Exemple:
1) Fie functia definita de diagrama de mai jos

Atunci graficul sau este multimea Gf = {(x, f(x)) | x O
A} ={ ) IxOA y=1(0} = {(1a), 2b),(3,0)}.

2) In functiaf: {-1,0, 1, 2} - {-2, 0, 2, 3} definita cu
ajutorul tabelului de valori de mai jos.

X | -1 0 1 | 2 | A
Y = ] Imf=f(A) O B = {a,
o |2 |3 | 2 |0 b,c,d, e)

In acest caz, graficul lui f este multimea Gf = {(-1, 2),
0, 3), (1,-2), (2, 0)}.

Daca functia f : A - B este o functie numerica (A,B
L0 R), atunci la produsul cartezian A x B I R x R, unui
cuplu (x, y) din A x B1 se poate asocia in planul in care se
considerd un reper cartezian (planul cartezian) un punct
M(x, y) (punctul M avand coordonatele x, y, componentele
cuplului). Cum multimea R x R se reprezintd geometric
prin planul cartezian, se poate deduce ca: graficul functiei
numerice se reprezinti geometric printr-o anumita
submultime a planului.

Aceasta submultime a planului se numeste
reprezentarea  geometricA a  graficului  functiei.
Reprezentarea grafica a unei functii f : A — B este, in
general, o curbad, numitd curba reprezentativa a functiei f
si notatd Cf = {M (x, y) |x OA, y =f(x)}.

Prin abuz de limbaj, in loc de reprezentarea
geometrici a unei functii vom spune simplu graficul
functiei f.

Exemplu: Functia f : {-1, 0, 1} - R, f(x) = 2x are
graficul Gf = {( -1, -2), (0, 0), (1, 2)}, iar reprezentarea

20



graficd este formata din trei puncte: A(-1, -2), O(0, 0), B(1,
2).

Exemplu: Functia g : R - R, f(x) = 2x are graficul
Gf reprezentat de o dreapta iar reprezentarea sa grafica trece
prin cele trei puncte: A(-1, -2), O(0, 0), B(1, 2) amintite
mai sus.

y=g(x)=2x

21



Capitolul II

Proprietiti ale functiilor

2.1. Functii pare, impare.

Definitie: Despre multimea D [J R spunem ca se
numeste multime simetricd daca si numai daca: Ox O D =
x[OD

Definitie: Fie f : D —» R, D simetrica. Despre functia
f spunem ca este:

a.functie para daca si numai daca: Jx D = f(-x) =
f(x)

b. functie impara daca si numai daca: Ux D =
f(-x) = - f(x)

Observatie: Daca functia f : D - R, (D simetrica)
este:

a.functie para atunci Gy este simetric fata de axa Oy

b.functie impara atunci Gy este simetric fatd de O
(originea axelor de coordonate).

Exemple:
Y] =X2

Y2=X3
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2.2. Functii monotone. Fie f : A - R, o functie de
variabila reala si I [1 A.

Definitie: Despre functia f spunem ca este:

a.strict crescatoare pe I [J A daca: ([J) x;, x, U1 cu
xp <x2 = f(x1) <f(x2).
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b. strict descrescatoare pe I [ A daca: (0) xj,
x; OIcu X1 <xp = f(x1) > f(x7).

c.crescatoare pe I [J A dacd: (1) x;, xo Ulcu x; <xp
= f(x1) < f(xy).

d. descrescatoare pe I [ A daca: (UJ) x;, xp O 1
cu x; <x;= f(x1) = f(x).

Observatie: O  functie f crescitoare pe [ sau
descrescatoare pe I se numeste monotona pe I. Daca f este
strict monotond (sau monotond) pe A (pe tot domeniul de
definitie ) spunem simplu ca functia f este strict monotona
(sau monotond) fard a mai indica mulfimea. A studia
monotonia unei functii f : A — R revine la a preciza
submultimile lui A pe care f este strict crescatoare
(crescatoare) si submulfimile lui A pe care f este strict
descrescatoare (descrescatoare).

Pentru studiul monotoniei unei functii numerice f : A
— R, se utilizeaza raportul:

f(x,) - f(x,)
X2 =X
de variatie asociat functiei f si numerelor x;, X,. Diferenta
(x2 — X1) se numeste variatia argumentului, iar diferenta
(f(x2) - f(x1)) se numeste variatia functiei. Prin urmare
raportul de variatie asociat lui f si numerelor x;, x, este
raportul dintre variatia functiei i variatia argumentului.

cu Xy, X A si x;# X, numit raportul

2.3. Valori extreme ale unei functii.

Definitie: Fie functia numerica f : A - R, I 00 A.
Daca existd xo U I astfel incat f(x) < f(xp), Ox O I, atunci
f(xg) se numeste maximumul local al functiei f pe
multimea I si scriem f(xo) = maxf(x).
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Punctul xo pentru care se obtine valoarea maxima a
lui f pe I se numeste punct de maxim local pentru functia
f pe 1. Daca exista x; [ I astfel incat f(x) = f(x;), Ux O I,
atunci f(x;) se numeste minimumul local al functiei f pe
multimea I si scriem f(x;) = minf(x). Punctul x; pentru
care se obtine valoarea minima a lui f pe I se numeste punct
de minim local pentru functia f pe I. Valoarea maxima sau
minima a lui f pe I se numesc valoari extreme ale functiei
pe L

Exemplu: f: R - R f(x) = X - x*

M=7(Xo.f(

—015

runctul Xo de maxim sau X; de minim se numeste
punct de extrem local pentru functia f pe I.

A

2x10°% -

1310% +

—1x10°% |

—2310°% |

25



Exemplu: Graficul de mai sus este graficul functiei: f :
R - R; f(x)=x""-8x"

Exemplu: Functia f definitd prin tabelul de valori are
valoarea maxima egala cu 8 si se

atinge pentru x = -6.

PRI P PR I e P T

Deci maxf = f(-6)=8. Punctul x =-6 este punct de
maxim pentru functie. Valoarea minimd a lui f este
egald cu -5 si se obtine pentru x = 0. Deci min f = f(0) = -5.
Punctul x= 0 este punctul de minim al functiei. In final,
valorile extreme ale

functiei sunt -5 si 8, iar punctele de extrem sunt O si
respectiv —0.

2.4. Functii marginite.

Definitie: O functie numerica f: A - R (Al R) se
numeste marginita daca exista doua numere reale m, M a.i.
m <f(x) <M, OxUA.

Exemplu: Functia sinx: R - [-1,1] al carei grafic
este reprezentat mai jos.

y=sinx
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Exemplu: Functia cosx: R - [-1,1] al carei grafic este
reprezentat mai jos.

y=CO0sX
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Semnificatia geometrica a unei functii margintite este
aceea ca graficul functiei este cuprins intre dreptele
orizontale y = m, y = M, dupd cum se observa si din
graficele celor doua functii prezentate in exemple de functii
sin x si cos x unde M = 1 si m = -1. O definitie echivlaenta
ar fi si urmatoarea:

Definitie: O functie numerica f: A - R (AL R) se
numeste marginita daca existd numarul real M ai. [f(x)| <
M, 0 xUA.

2.5. Functii injective.

Definitie: : O functie f: A — B se numeste functie
injectiva ( sau simplu injectie) daca: [l x; , x, J A cu x| #
X2 = f(x1) #1( x2)

Altfel spus: O functie f: A — B se numeste functie
injectiva ( sau simplu injectie) dacad orice element din B
este imaginea prin f a cel mult unui element din A, ceea ce-i
echivalent cu faptul ca pentru orice y [ B ecuatia f (x) =y
are cel mult o solutie x [ A.

Exemplu:

05

0.& 1

4

y=x"
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Exemplu:

X |3 |2 ]-1]o]1]2 |3

y=fx)=x"|-243|-32]-1]o]1]|32]243

Utilizand un principiu al logicii formale potrivit caruia
propozitiile (p=>q) = (q = p), o altd modalitate de definire
a unei functii injective ar fi:

Definitie: O functie f: A — B se numeste functie
injectiva ( sau simplu injectie) daca: din presupunerea f(x; )
:f(Xz) = X1 =X2

Exemplu: Functia definitda sintetic prin diagrama de
mai jos este o functi injectiva

—\ f

Un contraexemplu de functie ce nu este injectiva
este prezent 1n graficul de mai jos:

y =x*16x
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Observam ca orice dreapta y || Ox dusa prin orice y
>-12#2%?  =-19,05 (minimumul global al functiei)
intersecteaza graficul functiei in doud puncte.

2.6. Functii surjective.

Definitie: O functie f: A — B se numeste functie
surjectiva ( sau simplu surjectie) = Uy [0 B, Ux A
astfel incat f(x) =y.

Este valabild si urmatoarea definitie echivalentd cu
prima.

Definitie:O functie f: A — B se numeste functie
surjectiva ( sau simplu surjectie) daca orice element din B
este imaginea prin f a cel putin unui element din A, ceea ce-
i echivalent cu faptul ca pentru orice y [ B ecuatia f (x) =y
are cel putin o solutie x [J A.

Sau f: A — B este surjectiva = f (A) =B, adica Im f =
B.

Pe diagrama cu sageti o functie este surjectiva daca
la fiecare element din B ajunge cel putin o sdgeata. Graficul
unei functii poate preciza daca functia este surjectiva. Altfel
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spus Daca orice paralela la Ox dusa printr-un punct al
codomeniului taie graficul in cel putin un punct atunci
functia f este surjectiva.

Exemplu: Functiae®: R — (0, o)

5 -4 -3 . -1 1

y=e"

Observatie:

O functie f: A — B nu este surjectiva daca exista 'y [
B astfel incat O x OO A, f (xX) # y. Un astfel de
contraexemplu poate fi definit Tn diagrama de mai jos.

Y f

31



Elementului ¢ [ B nu-i corespunde nici o
contraimagine din A.

2.7. Functii bijective

Definitie: O functie f: A — B se numeste functie
bijectiva ( sau simplu bijectie), daca este atat injectiva cat
si surjectiva. Altfel spus functia f: A — B este functie
bijectiva <[ y 0 B, I x O A astfel incat f(x) = y.
Simbolul [ inseamna “existd Tn mod unic”.

Observatie: Pe diagrama cu sageti o functie este
bijectiva daca in fiecare element al codomeniului ajunge
exact o sdgeatd. Se mai spune despre functia bijectiva ca
este o corespondenta “one to one” (“unu la unu”) sau
corespondentd biunivoca. O functie numericd datd prin
graficul sau este bijectiva daca orice paraleld la axa Ox dusa
printr-un punct al codomeniului taie graficul in exact un
punct.

Exemplu: Functia f: R— R unde f(x) = x* +1 este
bijectiva (fiind dealtfel o functie strict monotona).

10‘.

i

g5 F
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2.8. Functii inversabile
Daca f: A — B este bijectiva, atunci pentru orice
element y [] B existd exact un element x din A astfel Tncat
f(x) = y, ceea ce inseamna ca x = ' (y) (adicd preimaginea
sau contraimaginea elementului y este elementul x).

Definitie: Fie f: A — B o functie bijectivd Se numeste
functie inversa a functiei f, functia gz B — A, care
asociazd fiecarui element y din B elementul unic x din A
astfel incat f(x) =y.

Notatie: Pentru functia g utilizim notatia £ (citim “f
la minus unu”). O functie f care are inversa se spune ca este
invesabila.

Functia f se numeste functie directd, iar f' functie
inversa (a lui f).

Exemplu: Pentru functia f : R — R descrisa de forma
analitica f(x)=2x+1 admite ca functie inversa f ! (x)=§ —%
Din punct de vedere grafic cele doud drepte sunt

simetrice fata de dreapta de ecuatie

y = X (ecuatia primei bisectoare), dupa cum se observa
in graficul comparativ de mai jos.

2.9 Functii convexe, concave. Consideram functia f:
I - R unde I —interval. Atunci are loc urmatoarea:

Definitie: a) despre functia f spunem ca este convexa
pe intervalul I daca: O xi, x,UI, O qi, >0 astfel incat q;+
=1 avem: f(q; x1+ qa2 x2) < q; f(x1) + q2 f(x2) (1)

33



b) despre functia f spunem cad este concava pe
intervalul I daca: O x;, x,UI | O qi, q2>0 astfel incat q;+
=1 avem: f(q; X1+ q2 X2) = q; f(x1) + q2 f(x2) (2)

Observatie: Daca 1n inegalitatile (1) si (2) avem
inegalitate strictd se spune ca functia f este strict convexa
respectiv strict concava.

Notiunea de functie convexa respectiv concava a
fost introdusd J. Jensen® care a pornit de la o relatie mai
particulara decat (1) si(2), anume:

a) despre functia f spunem cd este convexa pe
intervalul I daca: O x;, xpUI,

xi#x = f| XL Xe j < fOq) +£(x2) ;
2 2
b) despre functia f spunem ca este convcava pe
intervalul I daca: O X1, xo LT
ram {5 ), ) 1100

Din punct de vedere grafic pentru o functie convexa
avem: A

f(XZ R TIITTTY

[f(x) + f(x2)] 7

fox, 4|

f nooooooo:oooo

N A r D

2 Jol'lan Ludwig Willi.am Valdemar Jens¢ x losct (Xl"' Xz) : Johs x sen,
(Mai 8, 1859 — Martie 5, 1925), matemauciau §i ingu uauce, wolebru peuuu
inegalitatea ce-i poarta numele.
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Exemplu: f: R - R f(x) = x* este 0 functie convexa

Din punct de vedere grafic pentru o functie concava
avem:

f(x

[f(x:) + -

f(x4

v

~ A ~ n

X (X1+X> X

Exemplu: f: R - R f(x) =- x* este 0 functie concava.

Observatie: Functia de gradul Il-lea de forma
f(x):ax2+bx+c unde f: R ~ R este:

a. convexa pe Rdacaa>0
b. concava pe Rdacaa<0
2.10. Functii periodice.

Definitie: Fie T LU R*si f: D - R, unde D LI R o
multime cu proprietatea

OxUD=x+4TUDgsix-TUD. Despre f: D - R
spunem ca este periodica de perioada T daca f(x+T)= f(x)
(1). Cel mai mic intreg pozitiv T pentru care este

35



indeplinita relatia (1) se numeste perioada principala a lui
f.

Exemple:

1. Functiile trigonometrice sinx, cosx sunt periodice de
perioada principald 2 n

2. Functia lui Dirichlet’ : foo= |~ <& t

. Functia lui Dirichlet’ : f(x)= este

periodica avand ca perioada orice numar rational.

3 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805 — 1859, matematician francez
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Capitolul I1I

Operatii cu functii

3.1. Operatii algebrice cu functii.

Definitie: Fie A, B 1 R. O functie f: A - B se

numeste functie numerica sau functie reala de variabila
reala.

Definitie(Operatii cu functii):

a) Functia (f+g): A — R definita prin (f+g) (x) = f (x)
+ g (x), U x O A, se numeste suma dintre functia f si
functia g.

b) Functia (f*g) : A - R definita prin (f*g ) (x) = f (x)

* g(x), U x O A, se numeste produsul dintre functia f si
functia g.

¢) Functia (i) :A-{x| gx) =0} - R definita

prin (— ) (x) = @ Ox OA, g (x)# 0 se numeste catul

9(x)’

dintre functla f si functia g.
Definitie:

a) Se defineste produsul dintre un numar real o si o
functie f: A -~ R, ca fiind functia af : A - R, (af) (x) =
af(x), O x OA.

b) Daca f : A —» R, atunci definim diferenta dintre
functia f si functia g ca fiind functia f-g: A - R, (f-g)
x) = f(x) — g (x), U x O A. De fapt, diferenta f - g este
suma f + (-g), unde —g = (-1) g.
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Exemplu: Fie f, g : R - R, f(x) = 3x+1, g(x) =- x +3.
Atunci f + g, f- g, f*g : R - R sunt definite astfel:

f+g)x)=f(x) +gx) =3x+ 1 —x +3 =2x + 4.
(f- 2(x) =f(x) — g(x) =3x+1 x +3=4x - 2.
(F*2)(x) = f(x)*g(x) = B3x + 1)(-x + 1) = -3x>+2x+1.
Proprietiti ale adunarii functiilor

Fie F (A, R) multimea tuturor functiilor definite pe A
cu valori in R. Atunci are loc:

Teorema: Pentru operatia de adunare pe F (A, R) au
loc proprietatile:

1) (f+g)+h=f +(g+h), Of, g, hOF (A, R)
(adunarea functiilor este asociativa);

2) f+g=¢g+f,0f g UF(A, R) (adunarea
functiilor este comutativa);

3) exista functia0 O F (A, R), 0(x) =0, Ux A
astfel incat f+ 0 = 0 + f = f, [If [0 F(A, R) (0 se numeste
functie nuld si este element neutru pentru adunarea
functiilor);

4) Of OF (A, R), L-f) OF (A, R) astfel incat f
+ (-f) = (-f) + f = 0 (orice functie f are o opusa (-f)).

Proprietati ale inmultirii functiilor.

Teorema: Pentru operatia de inmultire pe F (A, R), au
loc proprietatile:
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1) (f*gy*h=f*(g* h), 0f, g, h OF (A, R)
(Tnmultirea functiilor este asociativa);

2) f*g=g*f,0f, g UF (A, R) (inmultirea
functiilor este comutativa);
3) existd functial1 O F (A, R), 1(x)=1,0x OA

astfel incatf*1=1*f=f
Uf O F (A, R) (1 se numeste functia unitate pe
multimea A ).
Propozitie: Inmultirea este distributiva in raport cu
adunarea pe F(A, R), adica:
f*(g+ h)=fg+fth, Of, g, hOF(A,R).
3.2. Compunerea functiilor

O alta operatie care se poate efectua asupra a doud
functii este cea de compunere.

Fief: A - B, g:B - C, doud functi cu urmatoarea
particularitate: codomeniul lui f este egal cu domeniul lui
g.

Cu ajutorul acestor functii se poate construi o alta
functie h : A — C. Functia h astfel definita se noteaza gof
(citim “g compus cu {”) si reprezintd compunerea functiei g
cu f (in aceasta ordine). Functia gof are domeniul lui f
(prima functie care actioneaza in aceasta compunere) si
codomeniul lui g (ultima care actioneaza in compunere).

Definitie. Fie A, B, C multimi nevide si functiile f : A
— B, g: B - C.
Se numeste compusa functiei g cu functia f,

consideratd in aceasta ordine, functia notatd gof , definitd
astfel: gof : A - C, (gof)(x) = g(f(x)), Ux LI A.
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Observatii.

a) Functia compusa gof a doud functii f, g nu poate fi
definitd decat daca codomeniul lui f coincide cu domeniul
de definitie a lui g.

b) Dacaf: A - B, g:B - A, atunci are sens fog si
gof. Insa in general insa gof #fog.

Teorema: Fie f,g,h U F(R). Atunci au loc relatiile:

oAsociativitatea compunerii

Ufg,hF avem fo(goh) = (fog)oh

o (ne)Comutativitatea

Uf, g O F ai. fog # gof
o Element neutru

Oo functie 1o O Fai. O f OF avem fola = 150f =1}
Ia:A - A; 1A(x) =x (functie identicd pe A)
o Elemente simetrizabile

Functia inversa: f: A - B, g: B - A; g se numeste
inversa (notatie: g=f") lui f daca: fog = 1p §i gof =14
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Proprietati:

a) g=f" < (goh(x) =x (fog)(x) = x;
b) fl(f(x)):x Ux OAsi f(fl(x)):x [x 0 B;
c) f inversabila < f bijectie

Observatie: Nu toate functiile admit inverse!
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Capitolul IV
Teoreme de caracterizare a functiilor

4.1 Monotonia unei functii.

Teorema: Fie f: A —» R o functie numerica si I [J A.
Atunci:

a. f este strict cresciatoare (cresciatoare) pe I
X2 =X

(0) x1, xo I x1% X0;

b. f este strict descrescatoare
foe) = f04) o
X2 =X

(0) x1, xo I x1% X0;

Demonstratie: Fara a restringe generalitatea teoremei

vom demonstra doar punctul a demonstratia de la punctul b
fiind asemanatoare.

(desccrescatoare) pe I <

»=" presupunem ca f este strict cresciatoare pe |
=[x, x0Icu x; <x = f(x1) <f(x2).

Atunci din x; < Xo= X2- x>0 (D)
Atunci din f(x;) < f( X2)= f(x2)- f(x1) > 0 (2)

Atunci din (1) si (2) prin efectuarea raportului =
f(x,) - f(x,) s 0

X =X
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,» 7 Presupunem ca pentru functia f : A - R o
functie numerica si I [J A sunt satisfacute conditiile: (L) x;,

f(x,) - f(x,)

X, =X

x; OIcu x; <xpsi >0

Atunci din X; < Xo= Xo- X1> 0 (1)

(%) —f(x,)
- X

Atunci din f > 0(2)

X2 =%
Atunci din (17) 51 (2°) = f(x,)—f(x) >0 < f(x)) <
f( xo) = functia este strict crescatoare.
4.2 Injectivitatea unei functii

Teorema: Pentru functia f: A - Bunde A, B LU R
sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

a. functia f este injectiva;
b. Ox;,x0Acux;£#x, = f(x1) #f( x2);
c.f(x;) =1f(x2) = X=Xy

d. Pentru 0O y U B, ecuatia f(x) =y are cel
mult o solutie x LI A;

e.Orice paraleld la axa Ox, dusd printr-un punct al
codomeniului, taie graficul functiei in cel mult un punct.

4.3 Monotonia si injectivitatea unei functii

Teorema: Fie f : A — R o functie numerica strict
monotond pe A. atunci functia f este injectiva.

Demonstratie: Consideram o functie f : A - R strict
crescatoare (in mod asemanator se procedeaza si pentru o
functie strict descrescatoare). Fie x;, x;LIA cu X1 #X3 .

Din x; # X, rezultd una din situatiile: x; < X, sau x; >
x,. Cum functia este strict crescatoare avem:
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Daca x;<xpatunci = f(x;) < f(X») deci f(x;) # f(x»)

Daca x;> xp atunci = f(x;) > f(X») deci f(x; ) # f(X2)

Adica pentru orice caz avem f(x; ) # f(xz) = f este
injectiva.

Observatie: Reciproca teoremei de mai sus nu este
adevaratd dupa cum se observa in exemplul urmator.

[ A »-
L0 M0 U R KN R C KR WA DT YD LD

Graficul functiei f(x)=1/x

Exemplu: f: R* — R descrisa de formula f(x) =

X | =

este o functie injectiva dar nu este strict monotona, dupa
cum se observa din graficul functiei.

Observatie: f: R* — R descrisa de formula f(x) =

1

X
este strict descrescatoare pe (—,0) si strict crescatoare pe
(0,+)

4.4 Surjectivitatea unei functii

Teorema: Functia f: A — B este surjectiva daca si
numai daca Imf=B

Demonstratie: ,,[1 ” este imediata
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,= Egalitatea a doud mulfimi se demonstreaza prin
dubla incluziune. Avem intotdeauna f(A) LI B (1). Fie acum

yLI B, cum f este surjectiva, exista atunci xL! A, astfel Incat
f(x)=y. Deci yL!I f(A). De aici rezultd B LI f(A) (2). Din (1)
si (2) rezulta f(A)= B.

Observatie: Functia f: A — B nu este surjectiva daca
f(A)#B

Teorema: Pentru functia f: A — Bunde A, B LU R
sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

a. functia f este surjectiva;
b. Oy UB, CxUA, astfel incat f(x) = y;

c¢. Pentru O y U B, ecuatia f(x) =y are cel putin o
solutie x L A;

d. Im f=1(A)=B;

e. Orice paralela dusa la axa Ox printr-un punct al
codomeniului taie graficul functiei in cel putin un punct.

4.5 Bijectivitate unei functii.

Terorema: Pentru functia f: A — Bunde A, B LI R
sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

a. feste bijectiva;
b. feste injectiva si surjectiva in acelasi timp;

c. Pentru 0O y U B, ecuatia f(x) = y are o unica
solutie x LI A;

d. Orice paralela dusa la axa Ox printr-un punct al
codomeniului taie graficul functiei In exact un punct.

4.6 Compunerea functiilor injective, surjective,
bijective.
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Teoremai: Fie functiile f: A — B, g: B — C. Daca:
a. f,g sunt surjective = functia gof este surjectiva;
b. f,g sunt injective = functia gof este injectiva;

c. f,g sunt bijective = functia gof este injectiva;

d. gof este injectivd = f este injectiva;

e.gof este surjectivd = g este surjectiva ;
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